Departamento de Matemdtica Matemadtica Aplicada 5 seccion N

Universidad de San Carlos Departamento de Matemdtica
Facultad de Ingenieria 23/11/11 Matemadtica Aplicada 5N
Examen Primera Retrasada
Temario A
Prof. José Saquimux Aux. José Mdrquez
TEMA 1. INTEGRALES COMPLEJAS
Calcule cada una de las integrales (deje procedimiento a mano)
a
a) f wte@tdt , b) f (Z+i)dz , C:y=x?de (0,0)y(2,4)
-a Cc
2+3mi 1 C:circunferencia |z| =7 > 0
) zcos(z?)dz d) 56 (i + —3) dz , f 2]
1—mi C z (separe en dos integrales y use polares)
SOLUCION
a)

a . a .
f wt e'@tdt = wf t et dt
—-a
Integracion por partes:

b b '
_ b u=t dv = e'®tdt
L udv = [uv]i-, L vdu du = dt v = el Jig

Entonces:

a - tetwt]® a giwt 1 . . elwt 14
wtedt =w||— — —dt | = w|—[ae'®® + ae™ ] — | =—
—a iw | _ _q @ iw Pw?| _
t=—a t=—a

a ot 2a [el®® 4 g~iwa 1 . .
t Lw dt —_ _ wa __ —-lwa
f_aa) € @ <iw I 2 l (-1 w? [e € ]>

a . 2a i [el®® — g~iwa 2a 20
f wtetdt = w|—-cos(wa) + —|——|)|=w (,—cos(a)a) + —zsm(a)a))
—a iw 1) i iw w

2

a . 2i
f wt e®tdt = Zsin(wa) — 2ai cos(wa)
-a
a

. 2
ot e®tdt =i- (5 sin(wa) — 2a cos(wa))
—-—a

b)
f(7+i)dz=f xdx—(l—y)dy+if (1 —y)dx + xdy
Cc c C
y=x*, dy=2xdx , para0<x<2

(24) 2 2
f Z+i)dz= f xdx — (1 — x?)2xdx + if (1 —x?)dx + x(2x)dx
( = x=0

0,0) x=0

2,4) 2 2
f (Z+i)dz=f (x—2x+2x3)dx+if (1 —x?+2x?)dx
(0,0) x=0 x=0
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(24) 2 2 2 2P T
f (E+i)dz=f (—x+2x3)dx+if (1+x2)dx=[——+—] +i[x+—
( x=0 xX= 0

0'0) - 0 2 4‘ 3 0
DN 22 2* _ 23 14
f(o,o) (Zz+i)dz= l—7+7—0] +l[2 +?—Ol = 6+l?
(2,4) 14
J (z+i)dz=6+i—
0,0) 3
c)
2+43mi 2+43mi cos(x 2
f zcos(zz)d2=f ( )dx x=z
1-mi z=1-mi 2 dx = 2zdz
2+43mi 2+43mi 2+43mi
1 1 1
f zcos(z?) dz = —f cos(x)dx = [— sin(x)] = [— sin(zz)]
1-mi 2 z=1-mi 2 x=z2 2 z=1-mi

2+3mi 1 1
f zcos(z?)dz = Esin((z + 3mi)?) — Esin((l —mi)?)
1

—1i

2+3mi 1 1
j zcos(z?) dz = Esin(4 — 912 + 12mi) — Esin(l — 1 — 27mi)
1

—i
Utilizando la identidad: sin(z) = sinx cosh y + i cos x sinh y

2+3mi
j zcos(z?)dz = 2.026 - 1013 — {5.894 - 101>
1

—1i
d)
jg ( 1) C:circunferencia |z| =r >0
i+— dz , .
C z (separe en dos integrales y use polares)
1 1 .
jg (i + —3) dz = jg (D) dz+ jg —dz En polares z = rel®
z z
c c c

Un punto sobre la circunferencia |z| = r esta expresado como: ~ z = re’®
Sustituyendo con:

z=re® | dz=ire®ds , para0 <60 < 2m
Entonces:

1 2 ] 21 ireie 21 ] i 21 ]
55 (i + —3) dz = if ire’ do +f ——gd0 = —rf e®do+— | e 20dg
|z|=r z 6=0 p=0T"¢€ 6=0 " Jo=o

1 T N2 i i 2 r ] i '
. — __[pi0 _i20 _ T Con
-(f2|=r <l ¥ Zg) 4 I [el ]9=0 * —i2r2 [e l ]9=0 i (el & 1) + —i2r2 (9 L 1)

1 T [
56 (i+5)az=-ta-n+——a-n=0+0
\z|=r z [ —i2r

1
% (l+—3) dz =0
|z|= -

r
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TEMA 2. TRANSFORMACIONES COMPLEJAS
a) Determine las imagenes de la recta x =1 /3 ,yelsegmentoy =1, —n/2 <x <m/2
bajo la funcién: w = sin(z) = sinx coshy + i cos x sinh y

b) Determine y dibuje la imagen de la region limitada por 1 <r<2yn/4<60 <3m/4

bajo la funcion: w = —log(z) + i (opere con logaritmo natural y tome el conjugado)
SOLUCION
a)
Transformacion de la recta x = /3 : x=n/3, zy=n/3+iy, —0o<y<om

w; = sin(z;) = sin(m/3 + iy) = sin(m/3) coshy + i cos(m/3) sinh y
wy(m/3,y) = (\/5/2) coshy +i(1/2)sinhy , u= (\/§/2) coshy , v=(1/2)sinhy

Dado que: cosh?y —sinh?y =1
2 2
(2/V3)" - (V3/2) cosh?y — 22 - (1/2)? sinh? y = 1
Sustituyendo:
S 4v%2 =1 > v v 1
3 3/4 1/4
Tenemos la ecuacion de una HIPERBOLA.
Transformacion de la segmento de recta: y=1, z,=x+i, —-n/2<x<mn/2
w, = sin(z,) = sin(x + i) = sinx cosh1 + i cos x sinh 1
wy(x,1) =sinxcosh1+icosxsinhl , u=sinxcoshl , v=cosxsinhl
Dado que: cos?x +sin?x =1
(sinh? 1 /sinh? 1) cos? x + (cosh? 1 / cosh? 1)sin?x = 1
Sustituyendo:
v? u? u? v?
+ =1 ==> + =1
sinh?1  cosh?1 cosh?1 sinhZ1
Tenemos la ecuacion de una ELIPSE, cuyo segmento se define entre los puntos:
wy(—m/2,1) = —cosh1 = —1.543 wy(/2,1) = cosh1 = 1.543
—
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b)

w=—In() +i=—In(re) +i= —(ln(r)+i6)+i
w=—-In(r)+i(6+1)

=—(n(r)—if)+i

1<r<2
n/4 <0 <3n/4
Ecuaciones de los segmentos transformados:

w(l1,0)=—-In1+i(6+1)
w(1,0)=0+i(6+1)
u=20 v=0+1

w(2,0)=—In2+i(6 +1)
u=-In2=-0.693 v=0+1

w(r,n/4) =—Inr+i(n/4+1)
u=-—Inr v=m/4+1=1.785

w(r,3n/4) = —Inr+i(3n/4+ 1)
u=-Inr v=3r/4+1=3.356
Puntos transformados:

w(l,t/4) =i(r/4+1) w(,3n/4) =i(3n/4+1)
w2, n/4)=-In2+i(r/4+1) w(2,3n/4)=—In2+i(3n/4+1)

- -
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TEMA 3. FUNCIONES COMPLEJAS
a) Un capacitor estd conformado por dos placas paralelas horizontales distanciadas 3
unidades a potencial cero y un conductor que corre paralela a ellas distanciada 1 unidad
de una.

'

0

El potencial electrostdtico complejo en su interior estd dado por

enz/3 _ e—n/3
f(2) =2Qlog <—e”2/3 — /3 )

Determine la intensidad de campo eléctrico E.

b) Determine si la funciéon dada es armonica en su dominio apropiado, determine su
armonica conjugada y encuentre su funcion analitica correspondiente, si lo es y existen.
u=-e*(xcosy—ysiny)

SOLUCION
a)

El campo eléctrico estatico complejo se determina como:

E(z) = —f'(2)
d enz/3 — e—in:/3 d enz/3 _ e—irr/3
E(z) = - [ZQ In <—e"2/3 — s >l = —ZQElln <—e”2/3 —w )l

enz/3 — pin/3 (enz/3 —_ ein/3)(n-/3)e7rz/3 —_ (enz/3 — e—in/3)(n-/3)e1rz/3
enz/3 _ g—in/3 (emz/3 — ¢in/3)2

E(z) = -20Q [

(7‘[/3)6”2/3 (enz/3 — ein/3) _ (enz/3 - e—i”/3)
E(Z) = _2Q enz/3 _ g—in/3 ) emz/3 — pin/3

en'z/S — ein’/3 — en'z/3 + e—in’/S
P 3
E(Z) - ZQ I:(en.z/3 — e_in-/3)(en-z/3 —_ ei”/?’)l (Tt/?’)eﬂ'l/

_ein:/3 + e—in:/3

E(Z) = —ZQ [e l (7'[/3)6”2/3

2mz/3 _ eirr/3errz/3 _ e—in:/3e7tz/3 +1

—eim/3 } g-in/3

E(Z) = _ZQ l(enz/3 l (7'[/3)3”2/3

— eln/3 — p—in/3 + e—nz/3)enz/3
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—elm/3 +e —im/3 l enz/3

E(z) = -20Q [( T (/3) oz

in/3 _ p—in/3 + e—nz/3)

_(ein:/3 — e—irr/3)
e—nz/3) — (ein:/3 + e—in’/3)l

B() = ~20(/3) [(em/g n

_i(ein/3 — e—in/3)/2i l

E(Z) = _ZQ(T[/B) [(enz/3 + e—n’z/3)/2 _ (eiTL'/3 + e—in’/3)/2

—isin(m/3)
cosh(zm/3) — cos(mt/3)

E(z) = -2Q(m/3) [

(Hasta aqui estd bien)

Utilizando la identidad:
coshz = coshx cosy + isinhxsiny

E(z)=—20(§)[wsh(3)ws( )+_:§1h( )sm(y")—J

3

o [l e (W);%—ismh@sm(y:n]
o () cos () 1+ [onn () i ()]

E(z) = —20 (= i (cosh (%) cos (5) = 3) + sinh () sin (% )]
@ =720 (@)oo -+ @ T

5 [ (cosh () cos (57) = 3) + sinh () s ()‘
[eosn () eos () =3 [Smh( sin ()]

E(z) = -20

E(z) = —20 (%)

-20(5) 7 [oinh (5)sin ()  (cosh (5) os () -3)
[cosh (57) cos () ~]" + [sin (57) sin (3]
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b)
u=-e*(xcosy—ysiny)

La funcion u(x,y) es armdnica si cumple con la ecuacion de Laplace en una regién abierta:
Au=0

El laplaciano se define como:
Au = Uyy + Uy,

Derivada:
u, = e*(xcosy + cosy — ysiny) u, = —e*(ycosy + xsiny +siny)
Uy, = €X(xcosy + 2cosy — ysiny) Uy, = —e*(xcosy + 2cosy — ysiny)

Entonces el laplaciano:
Au = Uyy + Uy,
Au =e*(xcosy+2cosy —ysiny) —e*(xcosy+ 2cosy — ysiny)
Au=20

Au=0 para todo el plano complejo
La funcion u=e*(xcosy—ysiny) esarmobnica

Determinar la funcién armonica conjugada, utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann:
Uy = Uy —Uy = Uy
vy, = e*(xcosy +cosy —ysiny) vy = e*(ycosy + xsiny + siny)

Integrando v, respecto a y, manteniendo constante x
v= fvy dy = fex(xcosy + cosy — ysiny)dy = e*(ycosy + xsiny) + h(x)
Donde h(x) es una funcion real arbitraria de x

Derivando v en x, tenemos

dv
i e*(ycosy +xsiny +siny) + h'(x)

Comparar con v, encontrada con la ecuacion de Cauchy-Riemann
e*(ycosy +xsiny+siny) + h'(x) = e*(ycosy + xsiny + siny)
h(x)=0

Integrando h'(x) = 0 respecto a x

h(x) = fh’(x) dx = f 0Odx=C donde C es una constante

Sustituyendo en v

v(x,y) =e*(ycosy+xsiny) +C
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Determinar la funcidn analitica asociada:
f@) = flx+jy) =ulxy) +jv(xy)
f(z) =e*(xcosy —ysiny) + j(e*(ycosy + xsiny) + C)

(Hasta aqui estd bien)

Cony =0
) =ulx,0) + jv(x,0)
f(x) = e*(xcos0—0sin0) + j(e*(0 cos 0 + xsin0) + C)
fx) =e*(x—0)+j(e*(0+0)+0C)
f(x) =xe* +jC
Sustituyendo x por z
f(z) = ze* +jC

Donde C es una constante.
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TEMA 4. APLICACION: CIRCUITOS ELECTRICOS
a) A un capacitor de capacitancia C Faradios se le aplica la tensién v(t) =V, sin(wt).
Usando la definicion de fasores y de corriente, y leyes de Coulomb y de Kirchoof
determine los fasores de tension, corriente e impedancias. Dibuje la tension y corriente
en tiempo y dibuje los fasores en plano complejo.

b) La corriente compleja I que circula en circuito RLC esta dada por la ecuacién,

dl 1 )
L—+RI+—f1dt=Ee1‘”f

dt C
Determine [
SOLUCION
a)
Ley de coulomb en el capacitor:
. . dq(t)
q(t) = C - v.(t) y dado que corriente es i(t) = T
dq(t dv.(t dv.(t
1) =C 40 entonces i(t) =C e(©)

dt dt dt

La ley de voltajes de Kirchoof:
v(t) =V, sin(wt) = v,.(t)

En estado permanente:

dv.(t)
dt

i(t)y=C = C%(Vm sin(wt)) = C -V, - w cos(wt)

i(t) =wC-V, cos(wt) = wC -V, sin(wt + 902)

Convirtiendo a fasores:

Tension:
Vin Vn
Vims = — 6 =0¢° V., =—=40°
™rms \/E (4 \/E
Corriente:
wCV, wCV,,
L = —— 6 =902 = 02
rms \/E \/E
Impedancia:
Vi
V. 5409 1 1
Z:T:W:EA_()OQ Z:R4—909
?490—
También se puede obtener de esta forma:
:L:_L:i.e—iﬂﬂ Z:ié_g()g
jwC wC wC wC
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Para graficar, suponiendo V,, = 1 volt ,
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C = 0.5 Faradios , w = 1rad/seg

Funciones en el tiempo:

0.5 cos{x)

sin | x)

Los fasores en el plano complejo:

0.5

-0.54

-1.54
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b)
LdI+RI+1fIdr—EjM
dt C - ke

Por método de ecuaciones diferenciales:

= Ri —Ldi —1f'dt
vg=Ri , vy=Lo , ve=7|1

Por ley de voltajes de Kirchhoff:

jowt _— — ﬂ l
Ee —vR+vL+vC—RI+Ldt+C 1(x) dx

Para resolver la ED, se utiliza el método de coeficientes constantes indeterminados. Dado que la
entrada tiene la forma de exponencial compleja, suponemos que la salida posee también la
forma de exponencial compleja:

. dI(t . Ael®t
I = AeJ®t | %zije”"t , fl(x) dx = —
Sustituyendo y determinando la constante:
. . . 1 Ae/@t
Ee/®t = RAeI®t + LjwAel®t + ——
C jw
F=RA+jwLA + 4
B J@ jwC
1
E=A (R jwL —)
+jw +jw c
A= E _ E _ E
= (R ) +L) = R+ .(a)zLC—l) - 2Lt 2 jtan_l(wZLC_l)
e I(55) (e (2iemy” oo
wC
Entonces la corriente es:
[ = Agiot Eelwt _ E . jwt_jtan—1(wiLCCR—1)
\/RZ w2LC—1)2 jtan‘l(wiLCCR_l) JRZ w?2LC-1)2
+( wC ) "€ +( wC )

E [ r—t _1(w2LC—1>]

[ = . e] wt—tan oCR

2

Jre e ()
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