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TEMA 1.  INTEGRALES COMPLEJAS 

Calcule cada una de las integrales (deje procedimiento a mano) 

��   � ����	
�
�� �  , ��   � �� � ��� �   ,       �: � � ��  �  �0,0� � �2,4�  

 

��   � � cos�����"#$�
%�$� �   , �   & '� � 1�#)� �  ,      �: ��*�+,-�*�,��� |�| � * / 0�0�1�*� �, 20 �,��3*�4�0 � +0� 124�*�0� 

 

SOLUCIÓN 
a)  

� �� ��	
�
�� �  � � � � ��	
�

�� �   
Integración por partes: 

� +5
� 6 � 7+68
9�5 : � 65

� + + � � 6 � ��	
�+ � � 6 � ��	
/�� 

Entonces: 

� �� ��	
�
�� �  � � <=���	
�� >
9��

� : � ��	
���
�� �? � � < 1�� @���	� � ����	�A : = ��	
����>
9��

� ?  
� �� ��	
�

�� �  � � <2��� =��	� � ���	�2 > : 1�:1��� @��	� : ���	�A? 

� �� ��	
�
�� �  � � <2��� cos���� � 2��� =��	� : ���	�2� >? � � '2��� cos���� � 2��� sin����) 

� �� ��	
�
�� �  � 2�� sin���� : 2�� cos���� 

� DE FGDEH
�H IE  � G J 'KD LMN�DH� : KH OPL�DH�) 

 

b)  

� �� � ��� � � � �� : �1 : ���� � � � �1 : ��� � ���  

� � ��    , � � 2��     , 1�*� 0 Q � Q 2 

� �� � ����,R�
�S,S� � � � �� : �1 : ���2���

T9S � � � �1 : ���� � ��2����
T9S  

� �� � ����,R�
�S,S� � � � �� : 2� � 2�#��

T9S � � � � �1 : �� � 2����
T9S � 
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� �� � ����,R�
�S,S� � � � �:� � 2�#��

T9S � � � � �1 � ����
T9S � � =: ��2 � 2�R4 >S

� � � =� � �#3 >S
�

 

� �� � ����,R�
�S,S� � � =: 2�2 � 2R2 : 0> � � =2 � 2#3 : 0> � 6 � � 143  

� �W � G��K,X�
�Y,Y� IW � Z � G [X\  

 

c)  

� � cos�����"#$�
%�$� � � � cos���2�"#$�

]9%�$� � � � ��� � 2�� 

� � cos�����"#$�
%�$� � � 12 � cos����"#$�

]9%�$� � � ^12 sin���_T9]` � ^12 sin����_]9%�$�
�"#$�

 

� W OPL�WK�K"\aG
[�aG IW � [K LMN��K � \aG�K� : [K LMN��[ : aG�K� 

� W OPL�WK�K"\aG
[�aG IW � [K LMN�X : baK � [KaG� : [K LMN�[ : aK : KaG� 

 

Utilizando la identidad: sin��� � sin � cosh � � � cos � sinh � 

� W OPL�WK�K"\aG
[�aG IW � K. YKZ J [Y[\ : Ge. fbX J [Y[e 

 

d)  

& '� � 1�#)� �  ,      �: ��*�+,-�*�,��� |�| � * / 0�0�1�*� �, 20 �,��3*�4�0 � +0� 124�*�0� 

& '� � 1�#)� � � & ���� � � & 1�#� � g, 124�*�0  � � *�hi  

Un punto sobre la circunferencia |�| � * esta expresado como:   � � *�hi 

Sustituyendo con: � � *��i       , � � �*��ij       , 1�*� 0 Q j k 2l 

Entonces: 

& '� � 1�#)|]|9m � � � � �*��i�$
i9S j � � �*��i*#��#i

�$
i9S j � :* � ��i�$

i9S j � �*� � ����i�$
i9S j 

& '� � 1�#)|]|9m � � : *� @��iAi9S�$ � �:�2*� @����iAi9S�$ � : *� n���$ : 1o � �:�2*� n���R$ : 1o 

& '� � 1�#)|]|9m � � : *� �1 : 1� � �:�2*� �1 : 1� � 0 � 0 

& 'G � [W\)|W|9p IW � Y 

 



Departamento de Matemática  Matemática Aplicada 5 sección N 

Segundo Semestre 2011  Examen Final 

TEMA 2. TRANSFORMACIONES COMPLEJAS 

a) Determine las imágenes de la recta � � l/3 , y el segmento � � 1 , :l/2 Q � Q l/2 

bajo la función:  q � sin��� � sin � cosh � � � cos � sinh � 

 

b) Determine y dibuje la imagen de la región limitada por 1 Q * Q 2 y l/4 Q j Q 3l/4 

bajo la función:  q � : log��� � �  (opere con logaritmo natural y tome el conjugado) 

 

SOLUCIÓN 
a)  

Transformación de la recta � � l/3 :  � � l/3  , �% � l/3 � ��   , :∞ Q � k ∞ q% � sin��%� � sin�l/3 � ��� � sin�l/3� cosh � � � cos�l/3� sinh � u[�a/\, v� � n√\/Ko OPLx v � G�[/K� LMNx v   , y � n√\/Ko OPLx v   , z � �[/K� LMNx v 

 

Dado que:    cosh� � : sinh� � � 1 n2/√3o� J n√3/2o� cosh� � : 2� J �1/2�� sinh� � � 1 

Sustituyendo: 43 +� : 46� � 1 ��/ yK\/X : zK[/X � [ 

Tenemos la ecuación de una HIPERBOLA. 
 

Transformación de la segmento de recta:   � � 1  , �� � � � �   , :l/2 Q � Q l/2 q� � sin���� � sin�� � �� � sin � cosh 1 � � cos � sinh 1 uK�{, [� � LMN { OPLx [ � G OPL { LMNx [   , y � LMN { OPLx [    , z � OPL { LMNx [ 
 

Dado que:    cos� � � sin� � � 1 �sinh� 1 / sinh� 1� cos� � � �cosh� 1 / cosh� 1�sin� � � 1 

Sustituyendo: 6�sinh� 1 � +�cosh� 1 � 1 ��/ yKOPLxK [ � zKLMNxK [ � [ 

Tenemos la ecuación de una ELIPSE, cuyo segmento se define entre los puntos: uK�:a/K, [� � : OPLx [ � :[. eX\ uK�a/K, [� � OPLx [ � [. eX\ 
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b)  q � : ln��� � � � : ln�*��i� � � � : |ln�*� � �j} � � � :�ln�*� : �j� � � u � : ~N�p� � G�� � [� 
 1 Q * Q 2 l/4 Q j Q 3l/4 

 

Ecuaciones de los segmentos transformados: q�1, j� � : ln 1 � ��j � 1� q�1, j� � 0 � ��j � 1� y � Y z � � � [ 
 q�2, j� � : ln 2 � ��j � 1� y � : ~N K � :Y. Zb\ z � � � [ 
 q�*, l/4� � : ln * � ��l/4 � 1� y � : ~N p z � a/X � [ � [. �fe 
 q�*, 3l/4� � : ln * � ��3l/4 � 1� y � : ~N p z � \a/X � [ � \. \eZ 
 

Puntos transformados: u�[, a/X� � G�a/X � [� u�[, \a/X� � G�\a/X � [� u�K, a/X� � : ~N K � G�a/X � [� u�K, \a/X� � : ~N K � G�\a/X � [� 
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TEMA 3.  FUNCIONES COMPLEJAS 

a) Un capacitor está conformado por dos placas paralelas horizontales distanciadas 3 

unidades a potencial cero y un conductor que corre paralela a ellas distanciada 1 unidad 

de una. 

 

 
 

El potencial electrostático complejo en su interior está dado por 

-��� � 2� log <�$]/# : ��$/#�$]/# : �$/# ? 

 Determine la intensidad de campo eléctrico E. 

 

b) Determine si la función dada es armónica en su dominio apropiado, determine su 

armónica conjugada y encuentre su función analítica correspondiente, si lo es y existen. + � �T�� cos � : � sin �� 

 

SOLUCIÓN 
a)  

El campo eléctrico estático complejo se determina como: ���� � :-���� 

 

���� � : � =2� ln <�$]/# : ���$/#�$]/# : ��$/# ?> � :2� � =ln <�$]/# : ���$/#�$]/# : ��$/# ?> 

 

���� � :2� = �$]/# : ��$/#�$]/# : ���$/# J ��$]/# : ��$/#��l/3��$]/# : ��$]/# : ���$/#��l/3��$]/#��$]/# : ��$/#�� > 

 

���� � :2� = �l/3��$]/#�$]/# : ���$/# J ��$]/# : ��$/#� : ��$]/# : ���$/#��$]/# : ��$/# > 

 

��W� � :K� = FaW/\ : FGa/\ : FaW/\ � F�Ga/\�FaW/\ : F�Ga/\��FaW/\ : FGa/\�> �a/\�FaW/\ 

 

���� � :2� = :��$/# � ���$/#��$]/# : ��$/#�$]/# : ���$/#�$]/# � 1> �l/3��$]/# 

 

���� � :2� = :��$/# � ���$/#��$]/# : ��$/# : ���$/# � ��$]/#��$]/#> �l/3��$]/# 
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���� � :2� = :��$/# � ���$/#��$]/# : ��$/# : ���$/# � ��$]/#�> �l/3� �$]/#�$]/# 

 

���� � :2��l/3� = :���$/# : ���$/#���$]/# � ��$]/#� : ���$/# � ���$/#�> 

 

���� � :2��l/3� = :����$/# : ���$/#�/2���$]/# � ��$]/#�/2 : ���$/# � ���$/#�/2> 

 

��W� � :K��a/\� = :G LMN�a/\�OPLx�Wa/\� : OPL�a/\� > 

 

(Hasta aquí está bien) 

 

 

Utilizando la identidad: cosh � � cosh � cos � � � sinh � sin � 

 

���� � :2� |l3} � :� √#�cosh |T$# } cos |�$# } � � sinh |T$# } sin |�$# } : %� � 

 

���� � :2� |l3} �:� √#� �cosh |T$# } cos |�$# } : %� : � sinh |T$# } sin |�$# }�
�cosh |T$# } cos |�$# } : %���  � �sinh |T$# } sin |�$# }�� � 

 

���� � :2� |l3} �√#� �� |cosh |T$# } cos |�$# } : %�} � sinh |T$# } sin |�$# }�
�cosh |T$# } cos |�$# } : %���  � �sinh |T$# } sin |�$# }�� � 

 

���� � :2� |l3} �√#� �:� |cosh |T$# } cos |�$# } : %�} � sinh |T$# } sin |�$# }�
�cosh |T$# } cos |�$# } : %���  � �sinh |T$# } sin |�$# }�� � 

 

 

��W� � :K� |a\} √\K �LMNx |{a\ } LMN |va\ } : G |OPLx |{a\ } OPL |va\ } : [K}�
�OPLx |{a\ } OPL |va\ } : [K�K  � �LMNx |{a\ } LMN |va\ }�K  
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b)  + � �T�� cos � : � sin �� 

 

La función +��, �� es armónica si cumple con la ecuación de Laplace en una región abierta: Δ+ � 0 

 

El laplaciano se define como: Δ+ � +TT � +�� 

 

Derivada: +T � �T�� cos � � cos � : � sin �� +� � :�T�� cos � � � sin � � sin �� +TT � �T�� cos � � 2 cos � : � sin �� +�� � :�T�� cos � � 2 cos � : � sin �� 

 

Entonces el laplaciano: Δ+ � +TT � +�� Δ+ � �T�� cos � � 2 cos � : � sin �� : �T�� cos � � 2 cos � : � sin �� Δ+ � 0 

 �y � Y �HpH E�I� F� ��H�� �����F�� �H �y��G��   y � F{�{ OPL v : v LMN v�   F� Hp�ó�G�H 
 

 

Determinar la función armónica conjugada, utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann: +T � 6� :+� � 6T 6� � �T�� cos � � cos � : � sin �� 6T � �T�� cos � � � sin � � sin �� 

 

Integrando 6� respecto a  �, manteniendo constante � 

6 � � 6� � � � �T�� cos � � cos � : � sin �� � � �T�� cos � � � sin �� � ���� 

Donde ���� es una función real arbitraria de � 

 

Derivando 6 en �, tenemos 6� � �T�� cos � � � sin � � sin �� � ����� 

 

Comparar con 6T encontrada con la ecuación de Cauchy-Riemann �T�� cos � � � sin � � sin �� � ����� � �T�� cos � � � sin � � sin �� ����� � 0 

 

Integrando ����� � 0 respecto a � ���� � � ����� � � � 0 � � �                2,� � �0 +,� �2,0��,�� 

 

Sustituyendo en 6 z�{, v� � F{�v OPL v � { LMN v� � � 
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Determinar la función analítica asociada: 

 -��� � -�� � ��� � +��, �� � �6��, �� 

 ��W� � F{�{ OPL v : v LMN v� � ��F{�v OPL v � { LMN v� � �� 
 

(Hasta aquí está bien) 

 

 

Con � � 0 

 -��� � +��, 0� � �6��, 0� 

 -��� � �T�� cos 0 : 0 sin 0� � ���T�0 cos 0 � � sin 0� � �� 

 -��� � �T�� : 0� � ���T�0 � 0� � �� 

 -��� � ��T � �� 

 

Sustituyendo � por � 

 ��W� � WFW � �� 
 

Donde C es una constante. 
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TEMA 4.  APLICACIÓN: CIRCUITOS ELÉCTRICOS 

a) A un capacitor de capacitancia C Faradios se le aplica la tensión 6��� � �� sin����.  

Usando la definición de fasores y de corriente, y leyes de Coulomb y de Kirchoof 

determine los fasores de tensión, corriente e impedancias. Dibuje la tensión y corriente 

en tiempo y dibuje los fasores en plano complejo. 

 

b) La corriente compleja � que circula en circuito RLC está dada por la ecuación, 

� �� � �� � 1� � � � � g�h	
  

Determine � 

 

SOLUCIÓN 
a)  

Ley de coulomb en el capacitor: 

���� � � J 6 ���     � �2 �+� �2**��,�� �0 ���� � �����  

 ����� � � 6 ����     �,�2,��0 ���� � � 6 ����  

 

La ley de voltajes de Kirchoof: 6��� � �� sin���� � 6 ��� 

 

En estado permanente: 

���� � � 6 ���� � � � ��� sin����� � � J �� J � cos���� 

 G�E� � D� J ¡� J OPL�DE� � D� J ¡� J LMN�DE � bYº� 
 

Convirtiendo a fasores: 

Tensión: �m�£ � ��√2 j � 0º ¡� � ¡�√K ¤Yº 

Corriente: �m�£ � ����√2 j � 90º ¦ � D�¡�√K ¤bYº 

 

Impedancia: 

§ � � � � ©̈√� ¤0º
	� ©̈√� ¤90º � 1�� ¤ : 90º ª � [D� ¤ : bYº 

 

También se puede obtener de esta forma: § � 1��� � : ��� � 1�� J ��h$/� ª � [D� ¤ : bYº 
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Para graficar, suponiendo �� � 1 624�  , � � 0.5 ¬�*��20  , � � 1 *�/0�3  

 

 

Funciones en el tiempo: 

 

 

 
 

 

Los fasores en el plano complejo: 
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b)  

� �� � �� � 1� � � � � g�h	
  

 

Por método de ecuaciones diferenciales: 

6 � ��   , 6® � � ��     , 6  � 1� � � � 

 

Por ley de voltajes de Kirchhoff: 

g�h	
 � 6 � 6® � 6  � �� � � �� � 1� � ���� � 

 

Para resolver la ED, se utiliza el método de coeficientes constantes indeterminados. Dado que la 

entrada tiene la forma de exponencial compleja, suponemos que la salida posee también la 

forma de exponencial compleja: 

� � ¯�h	
    , ����� � ��¯�h	
   , � ���� � � ¯�h	
��  

 

Sustituyendo y determinando la constante: 

g�h	
 � �¯�h	
 � ���¯�h	
 � 1� ¯�h	
��  

g � �¯ � ���¯ � ¯��� 

g � ¯ '� � ��� � 1���) 

¯ � g|� � ��� � %h	�} � g
'� � � |	`®��%	� }) � g

<°�� � |	`®��%	� }� J �h ±²³´µ'¶`·¸´µ¶¸¹ )? 

 

Entonces la corriente es: 

� � ¯�h	
 � g�h	

<°�� � |	`®��%	� }� J �h ±²³´µ'¶`·¸´µ¶¸¹ )? � g

°�� � |	`®��%	� }� J �h	
�h ±²³´µ'¶`·¸´µ¶¸¹ )
 

 

¦ � º
°»K � |DK���[D� }K J F�^DE�¼½N´['DK��´[D�» )_

 

 


