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TEMA 1: (20 puntos):
Dada f(t) = {; "
Obtenga:

A) Grafica (2 puntos)

<153

No. | Explicacion

Operatoria

1. | Se grafica
sobre los
intervalos
especificados

t Si
1 Si

0<t<2
t>2

Respuesta

05

35 4

B) Calcule F(s) usando transformada de Laplace POR DEFINICION. (9 puntos)
No. | Explicacion Operatoria
1. Utilizando la
transformada ,
de !‘a.lp.ljdce por F(s)=| te Stdt+ | e Stdt
definicion se 0 5
plantea la
integral
2. Resolviendo la
integral y 2 o 11
evaluando los Fls)=—ge®—gem+gt+ge
limites se tiene
3. | Simplificando 1 1 _ 1 .
p F(s):_z_ge 25_5_262
1 1 1
Respuesta F(s) = ———e 25 — — g2




C) Exprese f(t) con funciones escaldn y luego calcule su transformada. (9 puntos)

No. | Explicacion

Operatoria

1. | Planteando f(t)
en escalon

fO)=t—-tU(t—-2)+U(t—-2)

2. | Aplicando
transformada
de Laplace

LX) =t —tU(t—-2)+ Ut —2)}

Respuesta

TEMA 2: (20 puntos):

Se—ZS

A) Obtenga f(t) si F(s) = —= (7 puntos)

(s=1)2

No. | Explicacion

Operatoria

1. | Se aplica
transformada
inversa de
Laplace
tomando en
cuenta la
traslacion

£t = £ {(s _51)2} Ut —2)

2. Se reescribe la
expresion en
fracciones
parciales

1 1 ,
(s—1)+(s—1)2}U(t_ )

F©) = £

3. Se resuelve la
transformada
inversa de
Laplace
tomando en
cuenta la
traslacion s — 1

f@® =10 -0eflU(t—-2)

4. Finalmente se
escribe la
traslacion t — 2

f)=@A—-t—2)et2U(t—2)
f©) = (- Det2U(t - 2)

| RESPUESTA

f@® =(t—-1De2U(t—2)

B) Obtenga f(t) si F(s) =

;9) por transformada de integral (7 puntos)

s2(s%+

No. | Explicacion Operatoria

1. | Se separa la 11 1
expresion por F(s) =———5——
sus factores s5(s*+9)

2. | Seplantea la el 11 1 1
teorema de F(s)==-=— =1x*—sin3t
convolucién s5(s*+9) 3

3. | Enformade 1 1
integral F(s) =1% 3Sin 3t = fo 3sin 3tdrt




4. | Resolviendo la
integral

F —ftl'ad— L os3t 42
(S)—0351nrr— 5 ¢os 5

Respuesta

F(s) = ! 31:+1
(s) = 5 cs 5

C) Obtenga F(s) si f(t) = (te")? por derivada de transformada (6 puntos)

No. | Explicacién

Operatoria

1. | Se opera el
exponente

f(t) — tZeZt

2. | Se plantea la
transformada
por el teorema
de la derivada
de una
transformada

2

d
F@) = £(e%6) = (~1? o fe?)

3. Transformando
la expresién

4. Finalmente se
determina la
segunda
derivada de la
expresion

Respuesta




TEMA No.3 (20 Puntos)

Un cuerpo de 64 libras se conecta al extremo de un resorte que cuelga del techo y lo alarga 0.32
pies. Al inicio el cuerpo se libera desde un punto que estd a 8 pulgadas arriba de la posicion de
equilibrio con una velocidad dirigida hacia debajo de 5 pies/seg. Obtenga la ecuacién del movimiento

X(t) usando la transformada de Laplace.

No. | Explicacion Operatoria
En primer lugar todos los datos deben
1. | estar en las mismas dimensionales, en 64 [b
. s m=——=2slug
este caso para el sistema inglés. 32
Realizando las conversiones necesarias. .
0) = -8 pulg * 1 pie =—Epie
x( pwig 12 pulg 3
= 64 1b = 200 lb/pi
~ 0.32pies /pie

vy = x'(0) = 5 pies/seg

2. Planteando la ecuacién diferencial para
el sistema de resorte.

2

X
mW+kx=O

mx" +kx =0

3. Sustituyendo las constantes por los
valores conocidos.

Para las condiciones iniciales tomar en
cuenta que x(0) corresponde a la
posicién inicial y x’(0) corresponde a la
velocidad inicial.

2x"" 4+ 200x =0

2
x(0) = —3 x'(0)=5

Se procede a operar y factorizar con el
objetivo de despejar x(s)

4.

Dividiendo toda la ecuaciéon dentro de 2 2x" +200x =0 (= 2)

para tener la constante de la derivada

igualal x"+100x =0
5.

Aplicando la transformada. s?x(s) —sx(0) —x'(0) + 100x(s) = 0
6. Sustituyendo los valores de las

condiciones iniciales por los valores 5 2

conocidos. sx(s) —s(— §) —54+100x(s) =0
7.

2
s?x(s) + 35~ 54+ 100x(s) =0




2
s2x(s) + 100x(s) =5—=s

3
2
x(s)(s?+100) =5 —3$
5— %s
*($) = F 100
Separando la fraccién por médulos y 5 _ gs
multiplicando la primera fraccién por x(s) = 3
10/10 para obtener una expresion a sZ+ 100
aplicar la transformada inversa de
Laplace. 1 2 S

x(s) =5

s2+100 3s2+ 100

()_5 10 2 s
) = 1052 +100 352 + 100

()_ 51:_1{ 10 } 21:_1{ S }
I =70% 1s2+100) 3~ s2+100

Evaluando la transformada inversa.

1 2
x(t) = Esin(lOt) — §cos(10t)

La Ecuacion de Movimiento es:

1 2
x(t) = Esin(lOt) — §cos(10t)




TEMA No.4 (20 Puntos)

A) Usando valores y vectores propios,
obtenga la solucién general del
sistema en la forma:

X(t) = C1X1 + C2X2

B) La solucion del sistema

d
d—’:=10x—5y
L~ gx—12y

dx enlaforma X = C1X; + (X, es:
— = x—8 _ 5) st 1\ -10t
it y X—Cl(z)e +Cz(4)e
y Los vectores X; y X, son:
a . X7 3y i) Linealmente independientes? Si/No (3 puntos)
(15 puntos) ii) Multiplos entre si? Si/No (2 puntos)
A)
No. | Explicacion Operatoria
1. | En primer lugar planteamos la matriz X' = (1 _S)X
con los coeficientes obtenidos de las 1 -3
ecuaciones diferenciales.
2.
Obteniendo el determinante de la matriz det (1 -4 -8 ) =0
1 —-3-A1
3. Realizando el procedimiento para
calcular el determinante se multiplica de 1-D(3-D-D(=8)=0
forma cruzada los coeficientes vy si
restan.
4, Se obtiene una ecuacién cuadratica la —34214+224+48=0
cual se utiliza para obtener los valores
de A A2+22+5=0
5. Utilizando la ecuacién de Vietta para
hallar las raices de una ecuacion A= —142i; A=-1-2i
cuadratica es posible encontrar los
valores de 1
6.
En base a los valores obtenidos se (1 -2 -8 )(kl) _ (0)
plantea el sistema de ecuaciones para 1 -3 -1 \k, 0
hallar los valores de las constantes K.
(1 —(—1+2i) -8 )<k1> _ (0)
1 —3—(-1+2))\k,) \0
2-2i -8 kl) _ (0
( 1 —2- Zi) (kz - (o)




Obteniendo los valores para K.

Separando parte real e imaginaria se
obtiene el valor de los vectores.

Planteando la solucién general

1 1 )
X, = (l) cos 2t — (_ 1) sin 2t
| \4 4 _
1 1 )
X, = (—1) cos 2t — (l) sin 2t
L\ 4 4 1




B) La solucion del sistema

dx

E_ 10x—5y
ay _ _
ol 8x — 12y

enlaforma X = (1 X; + C,X,

€S:

Xx=0(3)et +c, () ) et

2 4
Los vectores X; y X, son:
1) Linealmente independientes?
i1) Multiplos entre si?

Si/No (3 puntos)
Si/No (2 puntos)

cero.

No. | Explicacion Operatoria

1. En base al criterio del Wronskiano
sabemos que dos vectores son
. . . . 5€8t e—lOt
Imealmgnte |ndepend|eqtes Si _eI _ W(xy,x,) = |26, o
determinante de la matriz es distinto de 2e®" de

Obteniendo el determinante de la matriz
multiplicando de forma cruzaday
restando.

—(2e8t)(e‘1°t) = 18e~ 2t

i) Como podemos ver el Wronskiano es
distinto de cero, por lo tanto ambos
vectores si son linealmente
independientes.

W(x,x,) =18e™2t £ 0

ii) Como son linealmente
independientes, quiere decir que no
son multiplos entre si.

x1 * kx,




TEMA No.5 (20 Puntos)

Obtenga una solucion en serie de potencias con una serie centrada en cero (X, = 0) parala

ecuacion diferencial:

xy
a)
No. | Explicacion Operatoria
Igualamos la Ecuacién Diferencial a 0
1. y' —xy=0
2. Proponemos una solucién en forma de *
serie de potencias y = Z Cn(x —x)™
n=0
3. Sustituimos (X, = 0) >
y= Z Cn(x - O)n
n=0
[ee]
y= o
n=0
4. Derivamos la serie resultante =
y' = z c,nx™ 1
n=1
5. Sustituimos en la Ecuacion diferencial > e
z cnx™ 1l —x z c,x™ =0
n=1 n=0
6. Se opera x x™ = x"*1 d d
z cynx™ 1 — z cpx™1 =0
n=1 n=0
7. Seproponequek=n—1k=n+1 k=n-—-1 k=n+1
de manera que se tenga el mismo n=k+1 n=k—-1
exponente para x © o
z Crer(k + Dx* — z Cr_1x® =0
k=0 k=1
8. Se valta k = 0 en el primer sumando e >
para que ambas series inicien desde L+ z Cre1(k + Dx* — z Cr—1x* =0
k=1 k=1 k=1




9. | Sefactoriza Y, x© ©
&+ ) [ (k + D=y Jx = 0
k=1
10. | Decimos que ¢; = 0 para poder 1+ 1k +1)—co1 =0
encontrar la sucesién
Cepr(k+1) —c1 =0
_ Cg—1
k+1 k + 1
11. Le damos valores a c Ck-1
k iniciando desde 1 para encontrar la T k41
serie a partir de la sucesidn
Co
k = 1 = —
cy >
1
k:2 C3:§ C1:0 C3:0
Cy Co Co
k:3 C4:Z CZZ? C4:§
C3
k=4 CSZE c3=0 ¢=0
Cs Co Co
k == 5 C6 - E C4_ - § C6 E
Cs
k=6 ¢ == cs=0 ¢;,=0
Ce Co Co
k = 7 = — = — = —
@=g ‘6T48 738




12.

Por lo tanto la serie queda de

[e¢]
y = z CpX™ = Co + C1X + Cx2 + c3x3 + cyx?
n=1

+ csx® + cgx® + cyx7 + cgx®

Sustituyendo

o1 = Co +0x+%°x2 + 0x3 +C8—°x4 + 0x° +

C, C,
x +0x” +—=>x8+....
48 384

13.

Se Factoriza ¢

1+1 2+1 4+1 6+ ! 8+
Co[*T2¥ T Tug* T3g:”

1 1
S——Y1 ¢ ) R R— 1 )
C0[1+2(1) (1)!x +2(2) (2)!x

2(3) 1

_ 1w
Fom @

e ”
+]

14.

Por lo tanto, la funcién queda

n
|

(o]
Z >
= C
y 05n
n=0

y:

x2n

€o 2" n!

NgE

0

n




